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ZUR THE OR IE HER 



VON 

LEOPOLD GEGEMiAIEIi. 


VORGELEGT IN DER S1TZUNG AM 10. JANNER 1884. 


In den folgenden Zeilen werde ieb eine Reike von neuen Siitzen ilber die Funetionen welclie 

bekanntlieli dureli die Gleichung: 

n ~oo 

1) (1— 2zx-t-x*) •'= 

?l = 0 

definirt siud ; mittbeilen. 

Aus der Gleichung: 


folgt 


1— 2z eos j’-j-— ( 1 —z eos x—iz sin 3)(1 —z eos x h -h sin *c) 

X, jj. = oo 

/i o on \ A III v H- /— 1 L11 v —}— u .— ] ) , . . . \ j 

(l-2z cos “»= \ -■ | 7| (v _ 1 / ? | ia)1 |^ ) ^ J cos (W>+ ' 

nnd dalier ist: 

2 ) 


), {JL =0 




n'* ( \ — l)n(v~f- a— 1) ( . . . . .. v 

c.(«os.»)=\_ ' in( v —i )| .|i ( >. ) n (i ,I) 

(/, /a = 0 ; 1 , A-h /a = u) 

oder aucb ; weil der iuiaginare Rcstandtbeil anf der reebten Seite dieser Gleicbung, wie man leiebt, erkennt, 
versehwindet: 


3) 

mill: 


\ V ri(vH- l) ri(v-+- -A—l) , 

" 1 x) rt [n(v i)j 2 n(x)ii(/x) cos(/ {,)x 

A, p- 

(A, /a = 0 ; I , . . . , n ; A -H/a = n) 


X = 7? 


c‘ (eos x)-V l K v ~«-X — l)n(v— — ! ) / o-A 

sx) x. [ri(v — i )] 2 ii(X)ii(« —x) ( ' 


Beriieksichtigt man die Fonnel: 


ll(«—1)11((3—1) 
211 («-h|3—1) 



f eos 2 ' i-1 fdo 


4 ) 
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Leopold Gegenb finer. 
so kann man die Gleiebuug 2) auch in folgender Form scliveibcn: 


II («-+- 2v—1) 
C „ (cos x) _ 1>2< ^ v _ ] jj* 


in -‘-'2odtf ^ ||(l)n( l i V <( cos x —‘ ,c ) s ' n ’{cos .r-f-j sin x) cos 2 f\' 1 

(A, = 0 ; 1, . . ., n\ — n 

it 

=— f r cos / sin .r cos 2t>)" sin 2v__1 2oiIu 

2*[H(v—!)]*» (n)J<C — YJ r J 

oder aueb, wenn man fur cos x: x und ftir 2y: v sebreibt: 

5 ) c -(*) - 2 MnHii‘(«)/ ( * ± C ° S f ^ 1)B sin 2 '”' ?tl? 

wclche Formel ieh sclion friilicr auf ciueni anderen Wege abgelcitct babe. („Uber einige bestimmte Integrale“. 
Sitznno'sbericbte der kaiscrlicben Akademie der Wissenscbaften, matbematiscb-naturwissenscbaftlicbe Classe, 
II. Abtbeilnng, 70. Band.) 

Entwickelt man die unter dem Integralzcicben auftretendc «tc Potcnz, nud beaebtet, dass der imagiuare 
Bestandtbeil auf der reeblcn Seitc dicser Gleiclmng versebwinden muss, so crhiilt man: 


>-=m 


cos 2 ‘ odo 


oder: 

6) 

und: 


H( h -h2v-1) V r 

L >2 '-'[II(v—I)J 2 —1I(2A)II(;/— 2X)J 0 ‘ 

Il(« -+- 2v l)[n( o )] x'‘~ 2X (x 2 — 1)* 

C = ll(v — l)II(2v — 1) Zj 2 2> 11 (A) 11 (v -t- A) 11 (« — 2 A) 


7) 


Cl (cos x) = 




V(-»‘ 


cos n 2) x sin 2, x 


II(v—l)II(2v—1) 1J 2 2; II(A)ll(v -t- A)II(w—2A) 

Sebreibt man in der Glcicbung 5) ftir x: cos x und setzt: 

tang = tang x cos o 


so verwandelt sich dieselbe in: 
C 


8 ) 

oder aucb: 


l x— sin 2 ^) v cos notify 
cos 




.ll(«-t-2v — 1) cos n +'x f x (sin 
;„ (cos x) = ^87=aj|(„)[n( v _ J)]2 Sin *- l xJ 9 

s II( h -h2v— 1) cos n +'x f x (cos 2x —cos 2^)‘~ l eos ntydty 
C„ (cos a-) = 23<-^[(,i)[ll(v — l)J 2 sin 8 '-‘:tJo eos n +*‘<}i ~ 


Multiplicirt man die Gleiebung 5) mit 




und summirt von n = 0 bis n — oo, so erlialt man: 


]!(«-+- 2v—1) 

7J — 0 V ' L x 7l=« 

oder: 

>«) I w£S=r, c:(x)= 3 ~ i * cos si "”'' v<¥ 

n = U 
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Ziir Theorie der Functionen C v n (x). 
Aus dieser Gleichung folgt die Formel: 
n(2v—i) 


11 ) = 


22 v -'n(v-i)n( 2v — -) 


1 2v — I 


(«-t-v)II(n) I (1— x 2 ) 2 C'l(x)clx y(y-hx~heos <f ][ i 


Aus der Gleichung 1) folgt.: 


12 ) 


(h-+-v)II(m) Ii(2v — 1) 


2 2v 1 11(«-h 2v— 1) /2v — 1 


[n(^) 


,+l Cl(x)(l~.c 2 ) 2 (lx 
(1 -2zx-hz*y 


Multiplicirt man diese Gleichung mil: 

'/ n \y) 

i\(n)(n-hv) 

und summit t beziiglieli n von U bis oo, so ergibt sich die Relation: 


n = oo 

V ?'" (//) „„ _ 9 

II(2v—1) i 

“ 7 i n — oo 

2 r +l (1-x 2 ) 2 dx y <p»\y) 

—,0 , - + - v ) l K«) " 


J_, o +~ 2 )' — n (»- v -o 


Oder anch nacb 10): 


n = oo 



Multiplicirt man die Gleichung 12) mit z'“ und differentiirt sodann in Bezng auf z, s 
Formel: 


14) 


II(»)v 


l-^ 2 2 2v — 1 11 (w —i- 2v — 1 ) 


ll(2v — 1) 


-.2 ri'* 


Cl(x){^-x 2 ) 2 dx 
(1 — 2zx-t-z z y-*- i 


j~i 


Aus dieser Relation folgt sofort: 


lfi ) ?i z y) = v 0 — ~ 2 ) 


ll(2v—1) 


V +1 C 1 -^) 2 dx , , , r - 


Nimmt man speciell in dcu Gleiclmngen 10), 11), 13), 15): 

?(;/) = 

?(y) = y 2 J' L (h) 


Jo 


und beriicksiehtigt, dass: 


[y 2 Je(^)]c 0 =(__)% . J<*+»(|Ay) 

JL /I V * _ 

[y* >(l^)]W=( ) y 2 J^(h) 


ist, so erhiilt man die Eelationen: 


2 —1) sin 2v_1 fdf. 


Cl(x) 


2 — 1) sin 2 '^ 1 <pr/o. 


ergibt sich die 


2 — 1) sin 2v_1 <prty. 
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Leopold Gegenbauer. 


m V~ r _ 1V , 

) Zj/ j 2 n fl(7i -f-2v —1) 


'1) 

JL r* 

= 2 iv-i [n(v- l jp J(y + J! + cos tf x '- 1 ) T J^jfg+xH-eWf)/x t -l) sin,' 


A + tt 


17) J^+»^ y ) = (_2)» V/ 2 (mh-v)II(») 


H(2v-1) 


2 2 '- 1 11 (v — 1 ) 11 wV ^—) 


Jl! 


* 4 - i n * 

2 v~< / 

1— # 2 ) 2 C^rf.« |(//- 

J 


Jl = oo 

18) V 

71 = 0 


\ / lv , l -i, > + ”(/yV ..T 

_ 1 J 2»(m-hv)1I(») ' 7 


i^j/x 2 — 1) 8 a:-*-cos y^a?* — 1) sin 2v—1 

ll(2v — 1) 


2 2v 


L 

r + \ 2v-« 

I (l—% 2 ) 2 r/x 

L, ( 1 - 2 a-h^yj. 


'''(-'HV) 


19) Jvifo+z) = v(y -H a) ■ 2 (1 -* 2 ) 


(y -+-#•+- cos y |/a; 2 — 1) 2 H-X-+- cos y[Ax 2 — T) sin 2v—1 pdf 

ll(2v — 1) 


_2*»- , ii(v—i)n(^-i) 


■+1 


• / n‘ I(ycos <p\fx 2 —l) 2 cosy/j5*-l)sin*»-' yrfy 


oa, W 

Z_ 2 '* 11 (m w- 2 v — 1 ) 

W = u 


2 2v—1 [Il(v—1)] 2 (7 


7* _ji_== 

— J (>/ -ko;h-cos (p\fx 2 — 1) 2 J^(|/*/-+-#-*- cos^^o; 2 — 1) sin 2v_l yr/p 

^/o 


K—» 


21 ) Jl*-" (|/ y) = 2”y 2 (w -+- v') JI (n) 


ll (2v — 1) l 2 


n + 1 if> j /* n 

. 1(1— x 1 ) 2 (J' n (x)dx I (ij +■ x -+- cos y \/x 2 — l)~ Jv-( \[y -i- x-x- cos •lp\[x i —\) sin 2v_l (pdf 


Jl =oo _H 


22 ) 


y ij i Jv- n (tfy)s n _ £ 


ll(2v — 1) 


i 2 


n = 0 


2 w (?j-j-v)II(m) 


2 2v-1 ll(v — l)ll(—^ — ) 


• + * 


. I -i|— - ^-1 (i/-hx-heos(p/x’ t — 1) 2 JH)fcos fjfx*— l)lsin 2v ~ l (pdf 

J_ t (1 — izx -I -z )' J„ 


23) J%/y-t-g) = V(1 2? - 


ll(2v— 1) 




/ > + 1 1 /*« 

•J (/—~2^ V j^~ h ‘ v ~ h C0S ^ ,c * ~~ 1 P d^i/g-hx-h cos y/x 2 — 1) sin 2 '’- 1 ycty 
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Ztu Thcorte </er Fiutdioven C* t (x). 

Setzt man in ilen Gleichungen 1G), 17), 18), 19) nnd 23) y = 0 und beaehtet, dass: 

1 


[a-P ./f‘(a)] a = o~- 


ist, so erhiilt man die Fonneln: 

n—oo 

V IV c:(x) 


2 p »(p) 


24 * Aj { 2-" ll(« H- 2v -1) 1 1(„ +- jj.) ~ 

ll = U 

— i (o^-*- 008 ?/•»*—1) 2 «/ |1 (^®-t-cosy/**—!) sin 2 '- 1 f<l? 


25) (—1)" = 2^(« -t-v) ll(«) ll(« -H-j.) 

• +« 


2G) 


o 

U(2v— 1) 


2*’ ll(v-l)ll(~ ) 


. 1(1 — x l ) 2 C l(x)(Ix I (x-i- cos <j>\fx l — 1 ) 2 J^([/x*-+-c<>s yj/x’ 2 — 1) sin 2 ' 1 ydy 


n(2v—i) 


^+1 

x 


= 2i A 

2 2 

1 1 

w 1 

cv» 

j 

i 

Jx 


-7) = v^ 2 1 1 -s 2 ) 


(,l- 2 ae-i-s*)V» 

II(2v —1) 


2 2,— 1 ll(^v — 1 ) 11(^2 -). 

r _ E _ 

y 1 - I (x-h cos y ]fx l — I ) 2 Jv(y x-±- Cos y|/jc 2 - 1 ) sill 2 ' -1 y</y 


2 2 -'ll(v-l)ll(X r -) 

/> -f 1 2 4 1 /> K 

. I ^ ^ —y—— I (x-h- cos 0 X.r 2 — 1 ) 2 ./^(^oj-hcos y|/a? 2 — 1) sin 2 ' -1 y</y 

J_i ( 1 —2zx-\-z*)‘' + 'J 0 r rr 


28) •/■*(/*) = j!Li!L 


ll(2v — 1) 


/2v — In 

2 2 ' -1 ll(v — 1) 11 ( — jj —J 


,+i 2/-1 

. I ~~ X ] - —XXll (■»-+-c°s?^a- 2 — 1) 2 Ji'l/.c-j-eosylAc 2 — 1) sin 2 — 1 ydy. 
J_t (1 — '2zx + z*y , + 1 J u r 


Setzt man in der detaining 2G): 

so verwandclt sie stab in: 

29) ,T\ fi) = 2 s' 2 


. = v —1 


Il(2v—1) _ ■>* 

2*Ml(v-l)ll(^) 

^-1 2/— 1 


(l—# 2 ) 2 (lx 


* ;_ t (1—2 zx-hz 2 ) 'J 0 


- (* + ( 


OSy/# 2 — 1) 2 -/' 1 (j/^.r —I— cosy(/a* 2 — 1) sill 3 ' -1 yr/y 


welcbe Form el fiir z = 0 in die folgende iibergeht: 


.+* 


2v—1 


>0) I (1 —a; 2 ) 2 r/.rl (rr-t-cosy/a: 2 — 1) 2 ./' -1 (|/a;-(-cosyl/a; 2 —1) sin 2 ' -1 ydy = 


2' +1 ll(v) 


"( 2 T 7 


U(2v) 


Denksclirifien dor mathem.-uaturw. Cl. XLVlll. Bd. Abhandlungou vou Nichtmilgliedern. 
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Setzt man in den Gleiclningen 29) nnd 30) v 


Loop o Id (1 cgonbaver . 

1 


nnd beaelilet, da.ss: 


,/*(*) = 


J *(«) = 


KOL 

T 


Sill a 


cos a 


isl, so crliiilt man folgende zwei Formeln: 


31) 


32) 


r i 

1/1 -2«+V cof 

—i •><> 


cos ([/cC-i- cosyl^a? 2 — l)<fy = sin /x 


i*l-i 

rte I cos ([/#-+- cos y — 1 ) = 

i •. /(> 



welelie man Herrn Catalan verdankt. 

Setzt man in den Gleiclnmgen 10), 11), 13), 15): 

'M = cu>j) 


nnd beriieksiehtigt, dass: 


9 o \ 


[Cf(y)]w - 0/) 


ist, so crliiilt- man folgende Relationen: 

W = r r* ~ 

•i | . \ — 11( fJ' O 1) ^ , v . v 11 ( (X 1 } / r - t • o j j 

o4) 2 j 1 i( W -+-l>v-i)' c «(*)= 2 ^ «ii i(v-ni« | cay+.v+cosoiA^-Ds.u-'-* ©4 




,a+, V . A _ (»-4-v)ll(fJL—l)ll(») 


2" II(/jh-« — 1) 


ll(2v — 1) 


N /2v — 1\ 
2 2 '—*ll(v—l)ll( —) 


2 /J 

(1 -x*)~ (Tn(x)dx f CKy- 


f /.r 2 — 1) sin 5 ' -1 ©</© 


/i=0 


ll(2v — 1) 


'-‘lU.v-ljll(y-i) 

2v— 1 /> 

( 1 —a?*) 2 dx I 
— 2zz-hz i )' , j ll 


r 

‘J-i 0 


C'r(>/-h ar-t-cos © [/a 2 —1) sin 2 '' 1 f</<p 


r>~) C?(l/-i-S > r— v( 1 — £”*) 


ll(2v — 1) ■>* 


2® v 1 1 l(v — 1)11 


2v— 1 


" — X ^ I C>(y-t-a:-i- cos © |/”.c 2 — I) sin 2 ' -1 ©(/©. 


Da: 




c '*-+ .(0) = o, CL(0) = (-1)- 

/ , -in _ H(w?-f-2p 1) 

ll(2 f -l)ll(w0 

/-.p / iv_ (~ 0 W|1 >n-t-2p—i) 

} ~~ ll^ 2 f-l)ll(w) 


























Zur Theorie (hr Functional C v n (x). 
i.st, so erlialt man abs specielle Falle (licscr Fonueln die Rclationen: 

~[y] 

38) y (_i).- 


20!) 


3 = 0 


2 2 MI(r-t-2v—2c— 

2 r - 2 ’ ll(iA-t-r—o—l) 




39) ( 1,3 1)II(/— 2<») (#■-+-v-2ff) 


2 2v—1 ll(v — 1) )l(~ 2 ~) 1 


U(2v —1) 


2v— 1 


3 UJ IIi/jl-h;- — n — 1)2“ _ ll fp. — 1) 

40) V 2 2j ll(/— 2a) II(<r) (v -t- r— 2o) 2^ 


=J (1 —X 1 ) 2 C'r-i,(x)djcJ C?(®-t-cosy/ji l — 1) Sin 2 '-* yity 

II(2v—1) 


/2v— 1\ 

2*'—* ll(v —14H( — j 


3 — 0 


2v— 1 


(1 — # 2 ) 2 (lx 


J_ ( (.1 —2ar-t-s*)'J 0 


- I C>(x-t- cos f][x i — 1) sin 2 '- 1 y'/y 


41) C^) = v(l-^ 2 ) 


42) 


ll(2v— 1 ) 


’+< 


/2v—I n 
2 2 —‘ll(v — l)ll(—^ —J 


(f^r (c^H-co 5? ^’-i) s i„=- rtf 


.+ 1 


0 = j (1— X 2 ) 2 C'r-i,-,(x) Jxj C'r(x-h cos y'/x 2 —1) sin 2 '-’ ycty 

43 ) V 1 1 — ( O’rix- t-1 -t-cos o/x 2 —1) sin 2 '- 1 of/y 

j — ll(H-H2v-l)II(2iH-2ft-l)ll(r-#0 2 2 '-'[ll(v—1)] 2 I 


44) 


( n H- v) Il(r—w) II(2vi h- 2/jl— 1 ) ll(jx — 1) II^« ) 


•>0 

2v-l> - 2 


2 2j l 1I( V — l)n(~2~ ) 


II(2v—1) 


»+« 


2v—1 


= (( 1-»*)' * c;,(x)dxj 1-t-cos <P ^x 2 -l) sin 2 '-' yd? 

n(2v-l) 


' —1 


v 2»Hfc-+-«-l)»(r-H«->-2n-n _ __ 

— (i (u-hv) H(,«)H(2m-+- 2ja 1) Il(r n) -r -,— 1 [)( v 1 ) |)^ *' v ^ 


>4-1 2v—i 

,.2\ 


J _li—f_l-| C?tx-+-1 -t-cos o\fx*—l) sin 2 ' 1 ythj 

J^t (> ~^~ Z ) i Jy) 


V , 2*II(uh-h — 1 h-2/j. — H ^ 

> ( _ 1 y—n __ 11 - ... — - 7 TT: - - z = —1 ) 


H = r 

40) ^(-1) 


H = » 


( n■+- v) 1[(« ) 11 (2 u -t- 2,a — 1) 1l( r — n) 


n(2v—i) 


/2v—I n 

[2 2 '-‘ll(v-l)Il(-^-) j 


J_, ? ^ ,_I> *■*"’ ■ 


Es ist fenier, wie icli gczcigt babe („Uber die Bessel'scheii Functioneu“, Sitanugsberichte dcr kaisor- 
lichcu Akademic der Wisscnschaften, matliematisch-naturwissenschal’tlichc Classe, II. Abthcilung, 00. Band, 
Mii rah eft, Jahrgang 1874j: 

nn « 
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17 \ C r 'ix-)- ( 1)" l')H(»-4-2v—:1) [ ( ] I" 

40 c„^-c-i) ni^iKv-niK^H-^ir ( j 1 } J 


11(h) I l(v— 1)I1( 


1) 


odcr, (la: 




(1 


\ — n 

). = 0 


(1— x) n X (1 ~hx) K 


< 


2 U -i- 2v — 2A— In .. / 2v ~h 2A— 1 


'I' --) 11(a) I1(h—a) 


ist: 


2" II(« -+-V— 1) ll(« -h 2v—l)[n(-— >•“» 


48) O ',',(.<•) = 


ll(v— 1) 11^2/^ -+- 2v— 1) 
mid, wcmi man Air eos # selireibt: 


V — 


(x — i ) n ~ K (x -f- iy- 


w> n(- 


2// -h 2v — 2 X— 1 \ .. / 2v -h 2 a — 1 


9 . 


-)ll(X)H(» —A) 


49) C r ;(cosx) = 


(—1)“2 2 '* I1(h-+-v — 1) U(h-h2v — 1)[u( 


2w-h2v - l\i 2 


)] 


ll(v — 1) 11(2« -h 2v — 1) 

X=n 

\ 

/ 


~ n( 


JQ ^ 

co 8 2x -^- sin 2 " - 2X 2-. 

U -i 


2h -t-2v — 2X — 1\ . / 2v -t- 2 a — 1 


-2A—1\ . 

- J M 0) "O'—'*)• 


Nun ist bckanntlich: 


r:\\Qi-h2v — 1 ) 


2»+* v II 


2// -f- 2v — 2A — 1\ „/2v + 2X—1 

2~ 


-) i 


cos»+-v— 1 ^cos(«— 2X) tpt/ip 


nml dalicr kaini man die Gleielnmg 48) aueli in folgender Form schreiben: 


2 S '' + Sv Il(«H-v—1 ^ 

v—1) 


f>0) C' (.<•) = 


cos . +! ,-, m V Ii(»-ir‘(^i)‘~(«-a» 


- 11 (v— 1)11 (//) 11 (2 n -h 2v — 1 ) 

Es ist aber: 

V 1I( ? 0C T — cos (// — 2 a 

der reellc I>eslandtheil von: 

{(1 -+- a?)e*"— (1 — x)c~'^\ n = 2 n {a* cos ip n- / sin n 

tang ip = x tang y 

c . . . ^ (cos no -hi sin w?p) 

{a; cos tp h— / sin n = v r - 

(.c 2 sin 2 y -+- COS 2 y) 2 

mid dalicr kami man die Gleielmng 50) auch in folgender Weise sclireibcn: 

2//-h2v— 1\ ] 2 


8clzl man 
so wird: 


51) 




!»» + *» Il(« + v-l)[ll(^±|^li)] 
77 1 l(’v — 1)11 (u) N(2>/ -f- 2v-1) 


/•w+ * 


(*os y,+2v “ 1 y cosy/ y//y 


j./; 2 sin 2 y -+- cos 2 yj 


« + V+ T 


welclie Fonncl Air v — ^ in die von Catalan mitgethcilte Relation: 
































Zur T/tcorie dvv Fuadionen ( T ^(a:). 
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52) 




(2.c) n+1 / cos" y cos nydv 


\x z sin z f ~h cos * "+ 1 

iibergclit. 

Differentiirt man die Gleickung 1) nacli£, mnltiplicirt das Resultat mit z uiul addirtzu derso entstebendcn 
Relation die mit 2v multiplieirte Gleiclmng 1), so erhlilt man: 

71—00 

1 —zx V n ~+~ ,. fV/ 

= 2 , — 9 — C n(*P n 


(1 — 2 zx-+-z 2 y+ { — zv 


und daher hat man auek: 

n — 

Y («-t- 2v)z m +" C„(x) Cm (x) = 


m, n =s oo 

1 V 

2v 

m, n = 0 


1 —£.r 


(i— 

r = oo 

=(!—«) yafCr'+V) 


v^ [0 ;r; ( ,,r 


?■ — CO 




oder, weil: 


ist: 


??j, n — co 

i V 

2v 


2 (fA-Hv'j — 

V 7* = 0 

[C£,»]' — sfCJ+V)]' - (/• + 2f* -+- 2v) crx^) 

r = oo 

(a -+- 2v)c«+» C‘Jx) Cl (x) = — v ^ (/• 2 u. -4- 2v>- C ’ 1+7 (». 

2i/jl-4-v) — > ' * 


Aus dieser Gleichuug folgt die Relation: 


X = r 


53) 


r -*~ fy-i~ 2v r^+YVi _ 1 V 


|JL + V 


Cf +V (*) = — > (r-H 2v —X) Cft*) OX_,,(.»)• 


x=o 


Setzt man in dieser Glcicliung v == 0 und beaclitet, dass: 


[" * C>_x(#)j = — — . cos {(/•—A) arc cos x\ 


ist, so crhiilt man: 

54) 
oder: 

55) 


X=r 


* G|\#) = ^ Cx(ic) cos {(r—A) arc cos x\ 


x=o 


X=r 


y 1 Gr (cos x)= ^ Cx (cos a;) cos (>•—A)x\ 


2 /, 


x=o 


Ein specieller Fall dcr Glcicliung 53) ist die Relation: 


X=r 


56) 


Il(r-+- /Jt-4 -v)I1(/jl— 1) ll(v) y HU-4 -jj. — 1)11(/-hv — A) 
U{r)ll( ( uL-hv) —j 11(A) II(r— A) 


a— a 
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Setzt man in dcr Gleiclmng 1): 


so erkalt man: 


nnd (labor: 
57) 


— Vj 4 -v 2 + . . . -f- v r 


n = oo 

y C v,+v 1 +...+* r ^ gB _ 


(1- 2ZX-+- ^ 2 j v i + -+ v r 


n \t w 2 * •• n r — oo 

= V Cl\(x) C ‘„\(x) . . . C„>". + ».+ •• •+»- 

«i* .. . s= 0 


c: 


+,:+ • • - + ■''•(.«) = y c^(»)... c^) 




wo (lie Summation liber allc gauzzahligen, niclit negativen Wertsyslcmc n v . . auszndclmcn ist ; welelie 
Losungcn dor Glciclmng: 

-f- n % -+- ... -w/ r = // 

sind. 

Fiir x= 1 vcrwandelt sich diesc Formel in: 


II(wh-2v i -h2v,-h. . .-4-2v r — 1) ll(2v.—1) ll(2v„ — 1) ... Il(2v r — 1) 
' ^ ' II(«) II(2v, h-2v, -+- . .. -+- 2v r —1) 


Setzt man in dieser Relation: 


V 11(» 1 -h2v 1 — 1) Il(u a -h2y a — 1) . . . 2v r — 1) 

1*0*1) !1 W * * * !K**r) 

(«, -l“W 2 -h. . . » r = 


.. . . 


V 1 =~ V 2 = * * • = = "5 


so wild jedes Glied der anf dor rcchtcu Seite auftretenden Suinme glcieh 1 mid (labor die Smnmc gleicli dcr 
Anzalil der Losungssystcmc n {J n v . . ti r . 

1st v cine rationale Zalil ; also 

v=ii 

? 

und nimnit man: 


r = <x<i -+- 1 

wo a einc ganze Zahl sciu soil, so erliiilt mau aus dor obigen Formel die Relation: 


59) 


Vn +ap (x) = y Gl t (x)Cl.i.r.) . . . c;, 0ti+l (X) 


*t* • • *• M Ct q+\ 

wclclic man auoh in iblgender Form scbrcibcu kann: 


(j^ "+~ }i 2 *0 


GO) 


lc: + .,(*)|M= 2 ' >> V «,(*)«;,W...C’;„ + ,(x) 


Den spcciellcn Fall: 


. ."o ? +! 


a = 1, y> = I, 7 2 


«'/+ I 

(^1 ~+~ ^2 W «H-1 = y 0* 


hat selion llerr Catalan mitgethcilt. 
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Znr Theorie dvr Functional C v Jx). 


Es soli nun tier Werth des Integrals: 


-,-h i 




(« >0, v ^ — 7 p ganzzalilig nnd ^ n) 


ennittelt wcrilen. Dnreli partielle Integration erhalt man: 

r* "t" ^ i o.,_ 


|(c:,(.r)]' - 1 - [c: +l (x)]'\*r(i -**) * ■ tlx - [,-*(! -a- 2 ) 3 { Cl(x) + ZZZ\~P 


• +< 


3*<—3 


*#-‘0-**) 2 {C:(jf)-*-C;+,(*)}f/.r-H(2v-l) .*•/■+' |c;(.r) 4- c:+,(j)}(l-jr*) 3 tlx. 


IIliter ilen gemaohten Voranssetznngeu ist aber: 


61) 

nnd dalier hat man : 


l 


J (1 — X 


2,-1 


X*) 3 {c:(x)-t-c; +1 }r7.r = 0 


6-0 


Gil) 


\lP,,W + [P n+l (x)}‘}xr,1x = '> 




> + t 


2-,—3 


|[C-:(.r)]'-H 16%, (.!•)]•• j^(l-.r*) 3 tlx — (2v —1)1 a 7 ' +l { Cl(x) -+- C‘„+t(x) j ( 1 —.<•*) * tlx 


(-1). 


Die Relation 02) hat sclion Herr Catalan abgclcitet. 
Aus der Glcichung 01) folgt: 




2v—3 


>+i 


2v—3 


Jxx+ l lC'^(x)-i-C^ + ,(x)l(l-x :i ) 3 t/x=Jx'‘- , {C^x)-hC';, +i (x)l (l-.r*) 2 tlx 
mill ilalicr ist ftir ein uugcrailes p: 

r +i 2y - 3 f +l 2/-3 

JxJ>+'{c;(x)-ho:+,(x)i (i-x*)~tix= J ic:(x)h-c: +i (x)} (i-a-v </x 

ftir ein gerailcs p hiugegen: 

r +i r +l 2 '-» 

Js*+ , {c;(s)-+-c; +t (>r)l(l-s*) 3 r/x=j{c:(x) + c; +i (x)}x(l-x*) < tlx. 

Nnn ist aber: 

>-[f] 

1 1(/j. — 1 ) ll(A-t-r— 1) Il(« -t-r-H/ji —— 1) 

Jl(r— 1) ll(jtx-+-r—1) 11(A) II (n -h/j.— A) 

and daher: 

r + ' £ni 

c;,(x)( 1-x*) 3 = 0 


04) CS + V) = - 


(« -t- p. — 2/,) Cl)_2x(.r) 


wenn w ungerade ist, hiugegen: 
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Lcop old (t C(jc)) ban ey. 


> +« 


["( 2 v i 3 )]' 

(v — 1) Il(2v — 3) 


c;(j;)(l-/) 2 dx = 


falls m gerade ist; wall rend: 


/•+* 2v_ 3 

L'C;»(x)(i-x 2 ) 2 dx = o 


ist, fiir gerade w, fiir ungerade m abcr dnrcli die Gleicluing: 




(v~ 1) ll(2v— ii) 


lrC: t (x)(\-x 2 ) 2 tlx 


best!mmt wird. 

Es ist also scbliesslicb: 


+ * 


M 2 X)}' 


nr.) | i[c;(,)f+[c; + ,-,■>) = 

Man bat (labor das intcressante Rosultat, dass das Integral anf der linkeu Rcite dieser Gleicluing von a 
mid p unabliihigig ist. Fiir v = verwandclt sieb diese Eolation in die Gleicbung G2). 

1st f(x) cine gauze Function von x von niebt hohercm als deni «tcn Grade, so ist naeb G5): 

fHV)]’ 


G*>) 


+| 


{[<?«(.•«)]' -+- [c ;; 4 i(Y)]'j/U-)(] — ,r 2 J - <lx = 


An 


iiriv-i) 

Spcciclle Fiille dieser allgcmeinen Eolation sind die Formeln: 

r* 0 

I {[<'»(•'•)]'+ [CJ+.W]'} {[Ci( J :)]' + [Ct +l (y)r} (l-r*pd,lv = 

J -' rsNifcitf 

2,a(2w-4-2/x-+-1) U(w-h2,a) l\ 2 /J 

U(2[x-i~l) Il(w) Il(2v — 1) 

(m :g n) 

/2v— 1 m 2 


►+< 


G8j 


kc*(*)]'+ [c;+i(x)n cnx)(i-x*) 2 * 


ll(m + 2,,-l) 


,_n 


ll(2/x — ll(2v —1) ' 


Die Gleicluing G4) kann man ancb benlitzcn, uni die Coeificienten zu bestiunnen, welclie bei der 


Enhvicklmig von — — naeb den Functionen C' n (x) auftreten. Da 


\f\ -.r 


eine go rad c Function ist ; so bat 


man: 


wo: 


71 = 00 

=T=y XnClJx) 


]/ 1—X 2 1 


__ (2>/-hv) 11(2^) 

Ain — r>77=T" 


ll(2//-*-2v — 1) 


71 = 0 

l K 2v — 1 ) 


^+i 

(1 — .r 2 )'- 1 C'l„(.r)tl.r 


ist. Beriicksiclitigt man die Formcl (>4) ; so erliiilt man sofort: 

















Zur Theorie der Fundlonen C v n (x). 
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/O,,_ In r /Ov _ 1\1 3 

2»-t-v) n(2/0 1 1 (^- 5 — n(«H-»-iyii(»-i) n(— 




r— / -+- 2v — 1\ 

/bII(2hh- 2» —1) 1H») U ; -^-j 


ll(2v—1) 


uuil hat daher die Entwicklnng: 


09) 


]f\-x 


1 ll(v— 1) 

2 ~ 


/2v—1 m 3 . /2n — 1\ 

10 - ■) .=«, (2» + *) ll(2«) Ilf - ) I1 («h-v—1) 


1 . 


welclie fiir v = in die von Herrn 0. Bauer abgclcitetc Belation: 


- V ( \ 1N /1.3.5....(2«-1)V „ / \ 

2 <*■-*»( JA 


7 "> Tct 

n — 

Libergebt. 

Setzt man s ■= 0, so crlia.lt man die bemerkenswerte Form cl: 


71 ) 


"r-r 


ll(2v — 1 ) _ 

n— a 


v (- 1 ,» 


(2//. - 4 - v) [ll(2^)] 4 

11 1 ft ~+~ V — 1 ) 

ll(2>/-*-2v—1) il( 2 )L'K")] 3 



aus welclier fiir v = , die intcrcssautc Gleicbiiiii'- Bauer’s: 


72) 


2 1 - / M 3 of 1 - 5 '] 3 ,0/ 1 - 3 - 5 f 

- 1 ;> C^“H 2 . 4 T 6 / 


folgt. > v _i 

Setzt man in der Gleieliung 1) ^ .r, mnltiplicirt sodann mit (1— ,r 2 ) 2 (/a; mid integrirt in Bczng auf x 

von .r - — 1 bis ^ = h- 1, so erbiilt man, wenn man die Belationen: 

r /2v—INI 2 

/i+i 2 ; 11 

2 '“' , 111/.') I1(V—l)ll(/.-— 2/--t-2v— 1) V 2 

JA l—' 1 *) * Vi- 9r (s).ls=- J -- 

r +l 2v -’ .. 

I A 1 —.;•*) ' C' t - 2r -i(.r)ilx — 0 


!!(>•) !!(/.• -t-v —/•) 11^/.: — 2r) 


0(2v— 1 ) 


bcriieksichtigt: 


73) 


•>- 


ll(v-l) 


2 '“( 2 ) y U(tf-t-2v—1) 

ll(2v—1) -I 2“ll(«-t-v) 


welelic Formel fiir v = in die bekannte Belation: 
£ 


74) 

iibergeht. 


- = V 1.2.3....« 


;l=0 1.3.5. . .. (2//. 1) 


Man findet ferner leiebt, dass: 


/»+« 

/ (i-x- 2 ) 2 c;,(.c)tu 

ll(v — 1) ll(fjt -4-//— 1) |](w-f-2v— 1) 


0 —A 

2"^* 11^/-+-V) — 1 ) 

ll(2v—1) - 


* c ' lI \~lT’ “^2 — ) 


Deuksclirllloa tier malliem.-u.itunv. Cl. XLV111. Bd. Abhaiulhiugou von Nicbtmitgliedein. 









































Leopold (rpge)iba nor . 

ist. Von don speeicllen Fallen dieser Forme] mogcn die folgenden besonders bervorgehoben werden: 


70) 


•+i t=L 

j (1 —a' a ) 2 CUsHr 

ll(v — 1) Ilijx-f-« — l; IJ(2v-t-«— 1) Il(v—,a—\) 


J ^ (1 — ,r)!* 

2"+' ll(,u-l) 11 (h) ll(— r > v_ --)ii( WH ~ 2 T ft_1 ) 

T—< 

1 

71 


‘+1 


< t ) 




(1—.r 2 ) 2 C' t {.r)(l.r 

r+,~ 


(-!)-■ 


Il(»—I) ll(W-4-Bv — 1 ) ll(— 

-I- 1 ) 1,(^1^) 


') 

[2'lift- 1 )! 

/ 

V 2 7 


11(2v- 1) -1 


■ +1 


L, O- 

welclie letztere Fornicl man llerni Catalan vcrdankt. 
Aus der Gleieluing 77) leitet man ferner ab: 


P„(x\r 2/2 

2 « - 4 - 1 


■ +i 


791 


log ( 1 -f-.r) C'(./■)( 1 —,c 2 ) - r/.r = 


( — l )"- 1 

//(// - 2v) 


A 

2' II 


V 2 7 

ll(2v — 1 ) 


(w->0) 


aus welelier Forinol sieh mit Hilfe der bekannten Relation: 


SO) 

die Gleielmng: 
81) 


a (' ;< ( ./■) — 2( a —f- v — 1 ).v 0 )} — 1 {a') —f- ( it -+- 2v — 2 ) 0u—ii•*‘) — t) 


■ log (1 -f- ,r ) (' ./■)( 1 —.r 2 ) 2 fhr = 


(— ir 


(it- 1 )(H -t-2v— 1 ) 


./2v — 


r) 


ll(2v — 1 ) 


crgibt. 

Specielle Talle dieser Gleiebnng sind die bekannten Foriueln: 


+) 


I log (1 -H.r) P n (>v) ihv ■=■ — 1 )"~ 


//(//“f- 1) 


0/>n 


^+i 


83) 


r log { 1 -f-.r) P n (.r)(U — (— 1 )"■ 


i 


(// — 1 )U-+-2)‘ 


Ans der Gleielmng 70) folgf aneli die Funnel: 
SI) log^-'^lbv-DM^V 1 )^ 

1 — r v 2 * _ 


= o 2-*+* 


Hi 2n)(2n ■ 

2 n -+- 2 v H- 1 


1) 


Con+l (.**V 


—) 11 ( tt H— v) 


llerr F. Neumann bat in semen „Bcitragen zur Tbeorie der KugeIiunetionen“ (pag. 70 ff.) eine Ileihe 
von mcrkwiirdigen Beziehungen zwiseben den KugeHimetinnen erster und zweiter Art anfgestellt. Dieselben 
sind specielle Fallc von Relatinncn, welebe zwiseben den Funetionen C'* n (x) und D'«{.r) besteben. Ich werde nun 
zwei (Masson von Beziebnngen zwiseben den eben crwiibnten Funetionen ableitcn, welebe ails zwei vcrsebie- 
denen Quellen entspringen. Die (due Olasse von Relationen verdankt ibre Entstclmng deni ITmstande, dass 
die Funetionen G',(.r) und •>(./’) sieli von den Niibeningsnennern und Restfunctionen der reguliiren Ketfen- 

brucdientwieklung der Fnnetion .r" 1 l\\ 9 l 7 v -h 1, ,r“‘-) nur inn eonstante Factoren untersebeiden, die anderc 
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Zur Thcorie der Functions 
Beihe folgt aus dcr Eigensehaft tier Functionen (?»(/•) uiid ZC(,r) ? dass dicselben particulare Integrate dcrselben 
lincaren Differeutinlgleicbung zwcitcr Orduung sind. Fill* v = d, i. fiir die Kugelfunctionen, verscliniclzen 
dicsc beiden Sorten von Relalionen in cine, da die Naherungsncnner mul Restfuuctionen der Kcttenbrucli- 
entwicklung von log ~ particulare Intcgrale derselben linearen Diffcrentialgleicliung zweiter Ordnung sind. 

Bczciclmet man die Nahcrungsnenner and Bestfunetioncn der Kcttcnbruelientwieklung: 

x~ l F(l, — ? y+ 1, x~‘) = - 


1 


2(v -+-1) 


2v -h 1 


x— 


2(v -+- 1 i (v -+- 2) 


(a — 2)(//h- 2v — 3) 
4(>« -+- v — 3 ) 0? m-v— 2) 


(/« — 1 )(/<-+- 2v—2) 

4 —f— v — 2)(n —i— v —1 ) 


mit (/) mid /«(./•), so ist: 

, IV . i l (>/ —h- v — 1) 

2 " ll(,)H(v-l) 

,.l , fl(/£ — 1 ) III —v) 

u-) - 2^rr_, ,i ( ——- ny-w 

Nach cinem bekannten Satzc aus den Elcincntcn der Tlicorie der Ivcttciibriiclic isl: 


/non j./w+a*' 1 !!(//— 1 ) 1 I(m + 2v— 2) r II(v) i 2 

X-l-e) l~ h-v lj ll(2vj _ l il(«-i-v 2)-l 


and daher 

35) 


I n C' n (x) f C^_i(.r) 

| (//. -t-2v— 1 )^+'iv-iO)» ^+*-*(.0 


>K-v) 


2-'-' 11 (v — 1 )* 

Verbindct man diesc Relation mit dcr Gleichuug 80) and der ilir entsprcclicndcn Funnel: 
) {n — 1 ) l) tt +'>,—t(x) — 2{u -t-v— 1 )x -f-Oi-H 2v— 1 ) D n - p* v __i(.r) — 0 

so criiiilt man soi'ort: 


87) 


n C*„{.r) , (ti-t- 2v — 2) C tl —>(x) (n~hv — 1)I1(— v) 

(** H- 2v— I )74 # /-f2v— d; r b {ft - 1 ) 3 {•?) ~ ^ 

Aus den zwei Relationen 85) and 87) ergeben sieh die folgendcn: 


88 ) />!,+ 1,-1 (■«')- 


Il(«) ll(2v — 1 ) ll( —v) N , ril 1 , , N 


il(-v) [](«) C'Jx) 


X = n —1 

V 


1l(y/ -H 2v —A— 2 ) 


2 2,_1 Jl(v—1} u(« + 2v-l) C;,-,{.v)CU _n.f) 


on 





















Leoj)u hi Gc</<'iiba tiei'. 


on, ,,i— , . H(/i)ll(2v — l)ll(—v) % . 1 t 

891 a-ijiiTv+l) °* w ' r + M •)- 

1I( — v) ll(«.)# C'n(x) (a -4- v — 2 A — 1) Him -+- 2v — 2/ — 8) 

— 2**-* nT^i) n(« -h '2 v—T) — n^i — 2»x) c- ” 

(« gcrudc) 

„ , Il(«) ll(2v — 1 ) ll( —v) /V)/ . , 3 . 

!»0) D„^‘, !(.»•) t>*v+'Fll/.. , •»,, 1 ill,. , ' F(l, V-I- .V ~) 


2-' + ' ll(« -t-2v — l)ll(v -+- 1) 


x = "7'-i 


ll( —v) llQt)u' C‘,(.r) V 0 -+- v— 2X— 1 ) I !(«-+■ 2v—2X — 3) 

' 2''-*II(,v— 1) U(»-+- 2v— L) _ ; II(«— 2X)0^^ : )Cl-r t M- r ) 

(v* ungcrado). 

Die Functioneii Cl(x) mid />«(.?•) sine] particulare Integral c dcr linearcn Diftcrentialglcichmig zweiter 
Ordnimg: 

91 ) (1—— (2v l)xy' -h n(n-h2v)tj — 0. 

Man hat daher: 

( I —./•*) 1 [C'!i(.r)|" - \D:(x)]" C';(.r)J-(2v + l)r!(G’;(.r)]'L»;(.r) — \D'„(.r ) ]' = 0 

mid damns: 

[c;, (.(•)]’ d:w - c;<>) = ~ 


■J;+l 

U ‘ l —1) s 


Bcstinnnt man dcu Coeliicienleu von j — anf beiden Scitcn dicsor Glcicluing, so erliiili man: 

Il(»-t-2v — 1) 


mid hat dcshalb die Kclatiou: 
32) 


Il(«) 


[G^Or^Cxj-^)]' Cl(.v)= 2‘. ( ^±L- v Hi 


ll(?*)(jr 2 — 1) a 

oder aucli miter Bcriicksichligung dcr Kclatiou 38) uud dcr ilir cntsprecdicndcn Glcichimg: 


98) 

die Fonncl: 

94) 

Setzt man: 


• r)l "= :1 )r Fn i; T 7-b ) J>: ‘ 1:u} 


4v 2 C‘„lt (.«•) !)’„ (.<•) -+- C „(.<;) 1 1 (.<•) — - 

ll(n)(a: 2 — ]) - 


ClixX 

so lindet man loicht (inter Koniitzung dcr Gleielmngcn 8U) und 8t>): 

it — t— 2v — 2 


so dass man hat: 


•V.-I 


ll(«-t-2v—2) 

*' II(«)ll(2v—1) r 















Zm ■ T/tcoric thr Functionen C*(.r). 


301) 


Nun ist abcr: 


O' i (.<'), 

J)',(x), D'u(x) 


ll(2v — 1) 2v-h1 , 1 

75^7 [F{v, , VH-) rr 


x~' 1 - ' 2x ,2 (y -f- 1) 

oiler nacli ciner bekannten Fonu cl a us dor Theoric tier liypcrgeomctriselicn Reihen: 

, H( 2v—1) n/ 2v — 1 

p3 ,-i *(y, > v > x ’) 


2v —f* 1 

f\v - 1 - 1, — rt —, v-)-2, X-*)| 


jr 

H(2v—1) 

2v— 1 * 
~ 


Es i.st also: 


1)5) 


D‘ n (x), i(x) 


ll(«-t-2v—2) 

——7, 

ll(«)(x 2 —1) * 


Verbindet man diesc Relation init der Fonnel 92), so erlililt man: 


90) 


[O',',(•«)]', Cl _,(.«•) 

M, /AU-O 

Beriieksiclitigt man, dass: 


ll(»-+-2v—2) 


-v +1 


C7n(«r) 11 («) (a:*— 1) * 


I , o:_,(.»o 

II -+- 2v — 1 , (1 —x 2 )[ G (.'■)]' 


(1— a , *)[C , »(.r)]' = (« -+- 2v— 1) C»_ ( (.r) — n.rC‘„(.r) 
i.st, so kann man diese Glcielmng anch in folgender Form schreiben: 


97) 


98) 


[0'»(x)]', C»-,(x) 

Man lindet ferncr leiclit die Relation : 


I l(7i —f- 2v — 2 )x 

2 * H~* 

\\(n— 1)0 2 — l) * 


[C , „(^ , )] / , C w _g(x*) 


2(m -h v— 1 ) 11 ( n ~h 2v — d )x 
2;— 1 

\\{n— 1 )(x z — 1 f*" 
Ans den Kekitiouen 1)5) and 98) folgen die Gleiehungen: 


t. — H — 1 

Clin y 

2 7— I 


i i (// h- 2v — a — 2) 


||{2v _ 1) 2v -b 1 

99) D n (x) - L-'c; i (x)F {V ,-: ) — >V +1,x-*) = - v 

- v -» - u . 2 _j V Il(a —A) 0 *-/.(•<') 0\, ->-iO) 

100) Z>;(.r)- U '; v V ~ 1 1 c;,[x) F(v, V h- 1, x- s ) = 

x=4 -< 

2sCl(x) V (a -+- v—2X— 1 ~) 11( n -+- 2v—2X—3) 

ll(a—2X) O'U, A b<-)0'» 


(x*-l) * 

Hi 2v- 1 ) „ 2v-+- I 

101) ^ nv + 1,— ,v + 2,x-) = 


X = o 


[« geradc] 




2x Cl(x) V U-+-v— 2X— I )UU-4 - 2v — 2A — 3) 

ll(« — 2 a ) C;,_, x (a-) Gl-^/x) 

[n ungerade]. 


(.«*-!) * '=" 
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En seien o(r) und £(,r) zwci Fmietionen von ,r 9 wclclie sicli nach (leu Funelionen G'(.r) cntwickeln lasscn, 
so (lass: 

102) <j>(x) = y\a } Cl(.c) 


10 «) 

ist. Alsdaun ist: 


— y b K ci{x) 



, ?{ j \> > 

y(x„ +1 ) 



, c;ix 2 ) , . 

• • -7 C{{x n 4 - 1 ) 


C ll( U j ) y C»(,V^) y 

r'i',(.c n+ ,') 

K ~ 00 


) G(j(.C 2 ) y 

• • 'y G’o(;(?, i+ i) 

A _ 

0 i(.*** 2 ) ) 0l(*/ 2 ; 

• * * * y G |(a;}*|-|) 

V ai 

A = 11 

G 1 (a*j) 

y G i(.r 2 ) y 

• • •> C i(x n +t) 


G w _j(u 2 )j 

* * * * ) G ) 


c t 

\ o:- t (x 2 \ . 

• • •; C„ — 







jj. = n 1 , X 

= 7 , 

(i.= l ,Xa 

wo die 1 nlerdetcnninanten 

erster Ordnung A |JL 

gauze Functionen 

\ Oil ,t j , .( 2? . . . 

•J * r {j.— 1J ‘ 7 y+l; * r (AH“2, 

sind 7 wclclie in Hezug aufjede der genanuten Grdssen von uielit holicrcm als deni Grade n — l sind. 

Es ist terner: 







, t(X 2 ) y 

• * • *? 


Cl{x t ) 

, vi{->- 2 ) , . 

• • * j G 1 ) 


G(|(.Cj ) y t’ljt./'g) , 

• • • • > (- <i( j) 

00 

t'u(.r,) 

, 0 '(i(.<' 2 ) , • 

• • • J Co^rt+i) 


t ) ; ( l(.(jj) y 

• • • • ? G r i(a*„+i) 

>. = n 

C'V.) 

, 0 ](x 2 ) , . 

• • • j 


C/, i(x z \ 

• • • *y G n — l( a’ M _|_| ) 


C 

)j G n —i(a 2 k 

■ • • j G n — 1 («(■?/ 1 ) 







(A=« + 1 . >. 

= v y 

und daker: 





f*= 1 , >v = 



fx = n *j* 1 , ). — co 

= ^ sll\< 1 

|A, 1 JL, = 11 f 1 OO 

,.)J 2 h- ^ < f J>^A v A Vl ( Ax [X )( t ) , 

G^ ( ) 



ja = 1 , K = n 

10 \>i = * 

; A, >., = >l 



wo die Marke an deni Summenzcielieii andeutet, 

dass ein Glied, in 

welchein >. /, 

und gleiclizeilig 


in der zweiten Smninc liielit vorkmnnif. 

Da koine dor Grdssen A l} in I'ezng anf irgcnd eiue der Grusscu x den Grad a — 1 ubersleigt, so ist naeli 
eiuem bckannten Satzc ans der Tlieoric der Funclioncn C' t (x): 


v— 1 > - I 


f 1 /•+! /• H f>, jx, = ?l-f- 1 ; K t >^ = 00 

^ n-,b\ x A^A H C 1 —.*■,) 2 Ql—.rj) 3 ...(1 ./«_*_,) 3 (Gy/,r 2 . . . tLr H f 1 0 

J — 1 1 y — ! [i f [x, = 1 ; X, X, = n 

and duller: 

•+i ,*+1 /*H 


(. 1 A 


2v— 1 2v-l 2;-l 

2 M_,-Z\ 


[ A A,(.l — **) - (1—* ...(I — .»*+,» 2 </.r j( /.r 2 . = 

11 r 2v ] y 2 

1 ■. 2 / 


ll(X-4-2v—1) 

<« -hI)( —pr - «J>, 

— (X-t-v)ll(/.) 
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wo: 


ist. 


2v— 1 2v— 1 2v— 1 

C=f I ... I A* + , f 1— <)~(1—4)“ . . . ( 1 —.r*)“/.r,#/.r 2 . . . *r„ 

Entwiokelt man die Dctcrminantc A n +1 naeli den Elcmenten der letzten Ilorizoutalreihc, so hat man: 


V > 

A n j r \ = / -D {A C n _i(.r |X ) 


wo die Grbsse B ^ eine gauze Function von x„x. 


p ,l '2> * * *? X |J—ij ‘'fjt-fl 


; f 2 ? • • ist, welche in Bczug anf jede 


der gcnanntcn Grbssen den Grad a — 2 niclit iibersteigt. 
Man hat duller: 


).. jJL s: H 


1 — ^ h- ^ G;,— i(uv)G„ i (.^'{x) 

X, a = 1 


fX=l 


nnd demnacli: 

•fi *fi *fi 



[n h-v— 1 ) III h 1 ) 


II 


(V) 


ll(2v 1) 


wo: 


ist. 


+ i r +i # ,+ i 


D = 



I 2v — 1 2v— 1 

... B*0— 


(1 -.4 i) 2 ih' x tlr % . . 


— 1 I *>_i 


DurHi wiederholte Amvendung dcs ebon aiiseinandergesetzten Yerfalireus erhiilt man schliesslieli fur die 
Constante C den folgenden Ansdrnek: 



c- 

\ln) 



2 « 

71 

1 

~j 11 ( X -t- 2v 

1) 



2" ll( // - 4 - v— 

i) 

11 ( — v— 1 1 

1 

"I M(>.) 

0 



Man liat daber die Relation 

• 






?(' r l) 

?(•'**> » • • 

• • ? 




•■R- r C j • 

. . ., ^UVfl) 

/I'M 1 

/ i l 

, 

^ 'o( J'^) j 

• • ? 



Go(.r, ) , 

CXi\) , . 


104, | ... 

*■' - 1 


< ) , .. 

* • > 

C j(.r R+ j) 


GiU’j) , 

t’K'-,) - • 

• (.'IU.+,) 


0 M _ |{ ./ j ), 

c, •• 

• •) 

G u — 



Cn-,{.r t ), . 



2v—i 2v— i 2v — 1 

. ( 1 — x:) 2 ( 1 — .r* ) 2 . . . ( 1 — r* + j ) 2 f/./- r/./* 0 . . . dx tl . 


Ilm l- 1 ) H( v — 1 ) 
2" + 1 U(^/ + v — 1 ) 



2? f +2 


]\{2y — 1 ) 


W-I JJL “ oo 

J—j 11 1 X —f— f?v 1) III jX -f- 2v 1") 7 

H HOT " _ (;,+ vTll ii ar ' ]L 


wo die Grbssen a lX) ?>, A ditrch die Gleielmngen 102) nnd 103) definirt sind. 

Man sielit sofort, dass sieli mit llilfe des eben angewendeten Vert'alirens leiolit eine allgemeinere Funnel 
aldeiten liis.st, in der die Gleielmng B>4) als speeieller Fall entbalten ist mid webdte sieli anf die Xiiherungs- 
uenner tier rcgiiliiren Ketteiibnichentwieklmig des Integrals: 
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I /OVk 

/<a 

bezieht. 

1st speeiell o(.r) cine gauze Function ;/ten Grades, also: 

). = « 


<p(p) = ' c,x l 


so hat man: 


+ i r+* /’+* 


ior») 



1 ^ — \ 




yi ,r 2 ) > • 

•••? K u ‘»+0 


•|(/l) > 

Xg) > ■ ■ 

■ •> 

CiK.r,) , 

0;',(.r 2 ) , . 

• • ■? G(i(.r w ^_i) 


C ,i(./j ) , 

c:uj , .. 

• •; G u (.c„^-i) 


Oiu,) , . 

• • •; 


6'i(.r,) , 

G'jxJ , . . 

■; C',(X H+1 ) 


Cl- t (.r 2 ), . 





• •; G n — i(.r /( ^,) 



2v—1 

. (Wf)~ 

i.i- 

2v— 1 

-x\) 2 • • 

.(1-4+.)“^ 

i 

(lv t J.r 2 . . .<lr„ + , 

M 

A’| , 

n 

■•'■i , ■ ■ 

. w 

• • •) X n i 


^’l) ; 

X X Z ’ > • • 

• •> X x >‘+t) 

tfZf*,) , 

GiUj , ., 

■ * • j G <»( j ) 


C o( , 

C%r 2 ) , .. 


c !(./•,) , 

C 11 (.f 2 ) , . 

. Cita'w+O 


GK'i) > 

g%g) , •• 

• •; <7,'(*+,) 


c;_i(.r t ), .. 




G n — 1^2^? * * 

* • ; G n — 1 i^X n | ) 


2v— 1 3v— 1 


(1 — a-, ) 2 (1 — xj 2 . . .(1 — a; 2 + 1 ) 2 </./•, <h\ l . . .Jx n + 1 
/2v _ l\i 2 " + 2 


ll(« -+- 1) r ll(v— 1) i 2 
! n, «_i_ v — rJ 


2-'"+' (« + ») lll(« + v—1) 


■ ll(2v—1) -1 


R 


U(X -t— 2v—1) 

11(A) 


bn C n . 


Von den specielleu Fallen der Gleichung 105) mb gen die folgenden envahnt werden: 



n 

Xi 7 

x’i , . 

n 

• * * ; j 


w+2s «+2s 

X, , Xi , . 

m+2« 

Cu(x l ) , 

ciuj , ■ 

• • • ; 0 


G’ofJ’j) j Co(x- 2 ) 7 

• • •? G Y o(^’«4-i) 


Cluj , . 

• • •; G T f (,r >4 _j_ i') 

* 

G j (a j) , G 1^2 1 ? 

• ■ •; G’i^',,^!) 

G ji -dy’j), 

G « i (a 2 ); 

. . (}n—i(X n + \) 


G«—G„_i(ci 2 ); 

• • •} G 7I — j) 


2 v — 1 2v 1 2 v—I 

• (1— 8 1.1—*^) 8 . . .(JL—J?2 + i) 8 . . . &r H +1 = 


II(J! -+■ 1 ) ll(w-f-2.s) [!I(v — 1 )| a 

2 ^'T V-" f 1 1 1 <; )Tl \a -h V H— .s)[ 1 1 \ii H- v— 1 )] 2 


2v—lYi*« + a 


^»rv) 

ll(2v—1 


n 



(1 


II(a-+-2v—1) 
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e 0 .x x i ? 

e ™- 1 y . 

. .y * 


» 

Xr , 

X2 

» 

» • • j a,, _j_ j 

Cl(x x ) , 

0 2 ) j 

♦••7 G«(X W -|-i ! 


Co(xV) , 

Co(x 2 ) , . 


^I(- r i) > 

C\{x 2 ) ? . 

• • - j Cj(av|_i) 


CI(*i) , 

C1W , • 

. . .7 Ci(d7, + i ) 


c:,. 

• • *7 G/|—i(a7/~-|“0 


CS-iCr,)* 


• • *7 O tl — i(a7i_|_i^) 


(1 — c 2 ) - (1 —./•*) 2 . ..(1— 2 dx i dx i . . .(Ix ll+i = 

/2v _ 1 m 2m + 2 


U(//-t-l)[ll(V— I)] 3 



2 s *-»+‘[IH/m-v—1)]* 

u h n 

J X'> y ... 

Ca(u' i') , Cnix^) y . . ► C < o(jr w _^.|) 

c r ;u,) ,c\.c t ) , c](x ll+l ) 

On — 1 (^* 1 ); 0 ?i —• • • •? O' n — l(d7 K _j_l) 




2v— 1) 


iia-t-2v— 1 ). 


H(A) 


i“a—‘J“+\<x) 



.. y I 1 { y,y fiy 7, ca7j-|_i) 

Cn(./'|) > C\,(.r 2 ) , . . 

• •? Go(a 7 ,_|_i) 

C;^',) , CI(jr 2 ) ,.. 

• •? Gi(.r„_|_i) 

Oft — i(aj 1 7 Oji — 1(^2) 7 • • 

• • 7 C n —i(x n +i) 


2 7— i 2 v — I 

2 /I_S~ 


. (1— x- 2 ) 2 (1—x 2 ) 2 .. .(1—a,' 2 + l ) 2 (/.<'! <7.r 2 . . .dx n+i = 

*"(W + ’ 


1)II(|3-h«— 1)[H(v— l)] 3 

"2 3 ' 1 + , Il(a—1)1I(^—l)lltw-Hv)[II(«-Hv—l)] 2 L U(2v—1) 

/a -t- ?/ a -+- n -+- 1 (3 -h « (3 - 4 - // -+- 1 


FI 


H(X-t-2v 1) 
1KA) 


n /« + « a + P + /i P + /H-J „ 7+« 7 + n+l „\ 

• n-2 - ’ — 2 — > > —* — > n + v + 1 > 2 7 —2—> c > 


wo: 


2 ’ 2 

Aus der Differentialgleichung 91) ergibt sieb, dass die Function: 

z = C 7 ,(A eos j? -+- jx cos y) 

. 9 CC . , « 

X = cos 2 - 5 -, /a = sin 2 — 


ist, der particllcn Differeutialgleiebung: 


a 2 , 


1 a 2 ^ 1 a 2 ^ 2v — 1 


1 a z 1 a^ 


TF+TTr*JW*^~ C0 ‘“ S 'iTC-^T »'/1 - 2v ~ h " s “ >. - ** - 2,) " “ 0 


*2 


gentigt. 

Setzt man nnn: 


f- ty 


C p 4 (cos x) C, 4 (cos//) 


2v — 1 
4 


and bcaehtct, (lass die Function 0\ (cos 5 ?) der linearen Ditlerentialgleielmng zweiter Ordnung: 

2v—1 / 2v— 1 \ 

u" h -— cotang <p . u' -h r(^r h-—— J u = 0 

gcnilgt, so erbalt man zur Bestimmung der mu* von a abhangigen Grosse: 


j«, V 

W = A p l a 

Denkschriften der mathem.-nalurw. Cl. XLVlll. Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern . 


PP 
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die linearc Differcntialgleichuug zweiter Or<l intug: 


(.-+) .(.H-itfl) 


2v— 


'- 4-2 vie' cotang a-f- -\~2v) — 


P 




odcr ; wenn man: 
setzt: 


= 7? p. a v 

2v) y = 0 

Avelche Gleichung, falls p. als unabhangige Variable eingeftihrt wird, in die folgende Ubcrgeht: 


jul( 1 — ix)v" — |v + 2a-4- 0 — (2vH~2s-f-2<j-t-l) i uJy'-h(y/ — p — <y) (« - 
Aus dieser Gleichung folgt sofort: 

Cp t <j F (jj -h g — p -H- c -4-w -4- 2v, 2 a + vh — siu 2 


- 2v)i? = 0. 


y = tv 


so dass man also hat: 

110} C’i(X eos x-t-p. cos y) = ^ F {jj g — 


■2v,2c 


2v—1 

“4 


Cp 4 (eos x)G a 4 (cos y) 


p, a 


2v— j 2v— 1 


wo die Grbsseu c 9 ]l von a, x und y unabhangig sind. 

Um die Constanteu c^l zn bestiinmen, inultiplicire ieli die Gleichung 11U) mit siu 2 x siu 2 ydxdy und 
integrire bezuglieh x und y vou 0 bis r, . Dadurch ergibt sicli die Relation: 


111) c”l l 7? F (j> +- G—n, 


1 \ _ (4p +- 2v—1) (4a -4- 2v—1) ll(p) ll(^) 


*-++)++) K+) 


Ill 

(2v—3\ 

; 2 / 


/2v — 3\ 

111 



^ 4 J 



2v — 1 — 1 


C„(l eos x +- u. cos y) C 9 4 (eos x) G a 4 (cos y) siu 2 x siu 2 ydxdy. 


BerUcksiehtigt man die von mir mitgctheilte Fonnel: 


' y(cos x) Cr( cos x) sin 3 * x xdx = 


2 r ll(/*+- p . — 1 ) li(r+-2/jL — 1) 

1 !(/*) 11 Qjl— 1 ) U{2r -4- 2 p.— 1 ) 


(p (r ) (cos .r) sin 2r + v- xdx 


so kann man diese Gleichung auch in folgender Gestalt sehreiben: 
112) Cp’ a p H- <7 -4- M+- 2v ? 2(7 —i— v — h— — 7 pij=. 


2„++i]i( v _|_ f _ t _ ( ,_i)n( f - ( - ~JL - ’) n(„ + 2 lLJt) 111 — ; )| 


ii(v-i) 11(20 + +)"(%-<-+) ["(+)] 

2 4. 2v ~ 1 2v ~* 

Cntl—l (Xcos jj-t-p. cosy) sirT P 2 x sin 2 ydxdy. 
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Zur Theovie der Functioned 

Aus dieser Formel ersielit man zunaclist, dass c^l nnr dann einen von Null versekiedenen Wert lniben 
kann, wenn p mul 7 so besehaffen sind, dass n — p— n positiv uinl gerade ist. 

Setzt man in der Gleiekung lJ 2 j: 

\x — 0 

so verwandelt sick dieselbe in: 


113) %:■. 


2^.-!, + .||| v + p H ,i)i|( p 1 2, j ') Ilf,' ) [n( L '’ J £7 ")] 




oder: 


ii4) 4‘:* = 


0,1 2v 5 

2 . p+ * a _ —1I( V 




Sill 


4 A*" 4 


n( 2p ^)[,,( 2 » 4-^)]’ In(^) 


y(hjj (eos x) sin 2 xdx 

J 0 

"(^)r 


. J ° (eos x) sin 2 xdx 


2 p-h- 


2v— 1 


welebe Gleiekung, wenn man das Integral auf der reekten Seite naeli einer bekannten Formel aus der Tbeorie 
der Funetionen Cn(x) bereehnet, naeb einigen Reduetionen iu die folgende Ubergeht: 


115)<; = 


(4oh-2v — 1) II(w —p -i—<y-f-2v—1 *)!!(« H-p + ff + 2v—1) 


->■•« u(a.+^)n( " - p J )n(-^ 




l\ IT /«H-p — <7 2v — IV 


/2v — I n 

1 11* 

{2v— 3\i 

l 2 ) 

1 4 / 

n(2»— 

1) J 


Man hat also seliliesslieh die Entwieklung: 


11G) Cl(laosx~hix cos v/) 

V _ 


H| 

PT 1 ) 

mi 

Pt-*)1 

L 

2»+'II(2v 

-ij - 1 


ft >< 2 «^ 3 M^=FM- 


11 ( H - p H— 7 2v-1 ) II( U —f— p ~ f- 7 —1~ 2v - 1) 


7 H~ 2v — 1 V./» —p-H7 


-J 11 


2 v — 7 2v — 1> 


wo: 


. (4o-t-2 v — 1) XV a 4 + , 

Xh-jji = 1 


2v — 1 2v—1 

, /x) Op 4 (cos x) 0. 1 (eos y) 


ist und die Summation iiber alle ganzzakligen positive!) Wertsysteme p 7 a auszmleliuen ist., fur welcke n — p — 7 
eine gerade, niekt negative Zakl ist. 

Setzt man in der Gleiekung 116): 

1 


PP* 
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nnd beachtet, (lass: 


ist, so erbalt mau: 


| — Cl 1 (cos x)j = cos ly 


117) P„ (X cos x -+- ix cos i/) = 


n(w- 


-<y) ll(w — p -+- s) 


A p 


ft ,i(2,)ii(iii|±i) iipap) n(^ip) 

. F (p — I— *7 — p — 1 — (7 -+- n —H - 1 , 2<7 — f 1 7 jtx) cos px cos oy 


wo £ den Wertli 1 hat, wenn p uml a gleicli Null sind, den Worth 2, wenn mir cine dieser Grossen den Wertli 0 
hat und in alien and even Fallen gleicli 4 ist. Die Formel 117) hat Herr F. Tisscrand in den Scbriften (ler 
Pariser Akademie mitgctheilt. („Notc sur une formulc de Hansen.“ C. IF Tome XCY \\, No. 10, 15 oetobre 
1883.) 








